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FASIT 3

Kaplttel 1 5 Vis fgrst at hjelpeorganisasjonen far lavest kostnader

2
i et av de tre punktene P <§ , 3), 0 (4, 2)eller
R (3, 3), se figuren:

T2 yA
YA
} 6
<
X
LI)\
2 NG
3
0 2 4 6 8> x
b) (3x +2y) . = 24 i punktet (8, 0)
28 4 18
(2% = 2y) i = - i punktet <§ , ?> 0
Ved & sette inn i uttrykket 50 000x + 200 000y finner
2 a) Regn ut matriseproduktene Al og IA. viat x=4 og y =2 gir de laveste kostnadene.
b) ML, =1 og LM =1 gir likningen 0 )
(1) LML, =LiI=L, 6 AB = [1 0]

Men i den siste likningen er L1 M =1, sa vi far
2 P R
2) LMLy, =IL, = L, 7 |[M|=cos* p+sin°p=1

M- = [ cos ¢ sin ga]

Likningene 1 og 2 viser at L; = L. —sin ¢ cos ¢

3 a) Vis ved utregning (se oppgave 2b) at

8 a)A:[O’S 0,1]
IM =1 og ML=1I

—-10 14
b) 372 gauper og 1920 harer

-2 1
bM'=1| 3 1
2 _E 9 M, = |:C(.)S ©Yr —SIn ng:|
sin ¢ oS
2 2
4 a) Regn ut der ¢k:j+1-k og k=0,1, ..., n—1.
n o n

e determinantene |A | og | B| hver for seg
(bruk definisjonen i oppgave 3a)

e produktet A |- |B|

e matriseproduket AB

e determinanten |AB |

Sammenlikn |A |- |B| med |AB|.

b) Vihar [M|-|L|=|ML]| etter oppgave a. Videre
er [ML|=|I|=1. Altsa blir |[M|-|L|=1, og
da kan ikke |M|=0. (Selvsagt kan heller ikke
|L[=0.)
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LINEAR ALGEBRA OG DISKRET MATEMATIKK

Kapittel 2

1

10

—_—  — —_—  —
Ettersom PQ + QR = PS + SR, folger at
at+tb=b+a

L — — — — R
fordi PQ = SR =a og QR = PS = b nar firkanten
PORS er et parallellogram.

Dersom batens lengderetning star vinkelrett pa elve-
strgmmen, blir den totale hastigheten

v=v254+9 ~ 58 (m/s)

Skal baten krysse elva uten & drive nedover, vil over-
farten ta 25 s.

La A vere midtpunktet pa RQ og B midtpunktet pa PR
i trekanten POR. La S vare skjeringspunktet mellom

OB og PA, og sett PS =1 PA ogaS‘) = u@).Damé

t(P—Q>+%(ﬁ>—P—Q))) _P—Q>+u<@3+%ﬁ>

Det gir
1 t
za—wﬁﬁ—<1—u—gﬁ§
Det er mulig bare nar u =1t =2/3.

Lengdene av a i de fire eksemplene er v/5, 5, /11
og 3 \/§

Avstanden blir /4 +1+4 = 3.

. =532 o
Vi skal ha |PoP|? =4, altsd
=1+ (-3 +@-1)"=4

Avstanden minker med ca. 22 km/h.

Vinkelen blir 6 = 120°, fordi cos 6 = — %

=V3 og |b|=

proj, (a) =

\/— far vi
3, —4, 5]

Ettersom |a |

UJ\-JkUI

proja (b) =z [1, 1, 1]

Vinkelen 6 oppfyller likningen

cos f =

%\N

Det gir

0 ~ 0,62rad (0 ~ 35,3°)

11

12

13

15

16

17

18

19

20

13
La a; = proj, (a) = 38 b, og vi far
_ -2
a =a a, = |4 1, 38
1
=— |37, 12, =27
8[ Y ) ]

Likningen blir
2x+4y +32=29

Planet skjerer koordinataksene i
29 29 29
<7 9 07 O>a (07 I ) 0>7 <Oa 07 ?)

Likningen blir x = 1.
Vi kan aldri fA a +a* +1=0.

Vinkelen o mellom normalene til planene oppfyller
likningen
-2

T

som gir a ~ 108°. Det gir § ~ 72°.

COS v =

a) x=3+4+4t, y=5, z=73¢
b) x=4—t, y=9-3t, z=1+6¢
c) x=243t, y=1—1t, z=4

a) x=4-2t, y=3-3t, z=t
b) x=3-2t, y=t, z=t
35¢ Tt
=12+— =t z=-2—-—
c) x + > y , Z 2
En parameterframstilling blir
x=T7+t y=343t, z=4+5¢
Skjeringspunktet svarer til parameterverdien
P 9
T
L) og L, har ikke noe felles punkt.
. 7
a) PTOJP(a) = [3> 4, O] _g [17 L, 1]
) 4
b) pron(a) = [17 17 2] _§ [la _17 4]



21

22

23

24

25

26

27

28

29

Avstanden blir 8.

Avstanden fra origo til planet blir d = 4.

Bruk setningene 2—6 pa planet, gitt ved
Ax+By+Cz—D=0

og et punkt (x1, y1, z;) som oppfyller likningen

Ax;+By;+Cz1 —D; =0

axb=—6i— 2+ 14k

V46

Arealet blir ——.
realet blir —

Likningen blir 6x — 2y + 4z = 20.

Avstanden blir

3
V299

Vis f.eks. pa en figur at v, og a X v ma ha samme

lengde og samme retning.

axb=i+j+5k

ax(axb)=-5i—5+2k

(@+b)x(a—b)=-2axb

(@axa)xb=0xb=0

Kapittel 3

-1 3 6 4
vasn- [ a0
7 301
A_B_{—l 2] AT_{z 1]
pT= |4 2} c' = ‘1‘ (1)
1 -1 0 1
-8 1 -8
AB:__Z 0] (AB)T:[ X

(12 5 2

AC:_4 2 1}
-32 -8
(CTBTYAT =(ABC)' = | -7 =2
1 0

2 39 0
R+T=1|1 0 -1
4 5 4
(4 5 —4
RT=|2 3 0
9 28 2
2 11 7
TR=|-5 -1 -5
7 8 8
4
RS= |2
9
(11
TS = | —1
8

STR" = (RS)' =[4,2,9]

3 (C)

)

“:ri'sj7

4 Dersom (C

) =AAT, gir oppgave 3 at
(C)ij:ri'rj

FASIT

5

slik at (C); =1 for i =j, mens (C); =0 for i #].

Altsa er

5 Ifglge oppgave 4 har vi

1
AAT=ATA= |0
0

6 Ettersom

(=R )
—_ o O

A+AT) =AT+ATT =AT +A=A+A4T

er A+AT symmetrisk. Derimot er A —A " skeiv-

symmetrisk

fordi

A-AT) =AT—ATT=AT—A=—(4-A")

7T M=

M| —

M+M") +% M-MT)



6 LINEER ALGEBRA OG DISKRET MATEMATIKK

8 a) Ut fra opplysningene i oppgaveteksten har vi 1 V3
9 2 7 o
Lysi1=—Li+-U, 1M1 M= 2 2
10 10 V3 1
og Y- -
U ! L 8 U ’ ?
n+1 —E n +1_0 n
c 0
b) [Lz] B [55} {L3] B {58,5} 12 a) M= {0 1]
U2 45 Us 41,5 gir rektanglet med hjgrner i
La| _ |60.95 0,0), (c,0), (¢, 1), (0,1
][ @0 e . 0
1 0
o ¢ 200 100 b) M= {o C]
X=—7, y=—=
3 3 gir speilbildet av rektanglet i a om linja y = x.
d) Det ser ut til at 0 1
L,] _ 1[200 ©) M_{l 0]
U, 3 | 100 gir rektanglet med hjgrner i
nér n — 0O. (07 0)7 (17 0)7 (17 1)7 (07 1)
e) Siden 1 ¢
{xl}_[x}ju{xl—x} b M_{O 1]
1 y yr—y gir parallellogrammet med hjgrner i
0g
(xl_x)"_(yl_Y): (07 0)7 (170)7 (1+C, 1)7 (C, 1)
far vi
o M {1 0]
X _M X1 _Mx M Xp —X c 1
vl vl y yi—y gir parallellogrammet med hjgrner i
B |:x:| . 7 [xl —x:| (07 0)7 (17 C)v (17 1+C), (07 1)
Lyl 100y -y
Ved induksjon finner vi at 13 T[x} _ {—1 0] [x} _ [—x]
01 y 0 1]]y y
Xn :x+l X — X He 12 .
Vn y 10 y—=y| oo for enhver vektor [y} i R
der [x} er som i punkt c.
y 14 Vi har
X X
1 L0 S|y| =TuTL|y
9 M=1|0 - 2 Z .
L1 -1
X X X
_ =Ty|L|y =M|L|y =ML|y
10 M= 20 z b4 Z
R

Etter dette blir S = T, der B = ML.



15 Vi finner

og dermed

Kapittel 4

rl 1
V2 V2
o
V2 V2
L O 0
0
1
0o - —
2
0 V3
L 2
1 1
2 V2
L
2 2V2
V3 V3
2 22
M1 —1
1
2 2
V3 V3
|2 2

1 Likningene a og e er lineare.
De andre er ikke lineare.

2 x1:1, X2:—3

10

11

12

13

14

X

15

16

17

18

19

FASIT 7
X|:1, X2=—2
x1:2, X2:1, X3:1

X1=-—3—1t x=2+42t x3=t
der ¢ er en fritt valgt parameter.

Systemet har ingen lgsning.

x1=0, x=0
Bade x; og x; er ledende ukjente.

x1 og x; er ledende ukjente. Systemet har en frihets-
grad siden vi kan velge x3 =, der t er en fritt valgt
parameter. Det gir

X1 =-2+4+5t, xx=1-3¢
Systemet har ingen Igsning.

De ledende variablene er x|, x, og x3. Setter vi x4 = ¢
og xs =s, far vi

| =—243t—s5, xp=-2+4+t+s, x3=2-2t—3

Systemet har to frihetsgrader.

De ledende variablene er x; og x3. Setter vi x, = og
x4 = s, far vi
x1=11-2t+s, x3=3+s

Systemet har to frihetsgrader.

a) entydig lgsning for k # £+2
b) ingen lgsning for k =2

¢) uendelig mange lgsninger for k = —2
S5a—2b—c=0
Vektorlikningen svarer til et homogent 2 X 3-system

og har derfor uendelig mange Igsninger etter setning
4—4.

—40 16 9

a) A '=1] 13 =5 -3
5 =2 -1

S

A l==|-1 1 1
21 1

-1 2 2

A '=] -4 0 1
6 -1 -1



8 LINEER ALGEBRA OG DISKRET MATEMATIKK

Kapittel 5

Kapittel 6

1 a6 c¢) —10 e) 100 2
b) 3 d 21 f) —20 1 2a—3h — —i
-7
2 a) Volumet av pyramiden blir en seksdel av volumet
av parallellepipedet som er utspent av ry, r, 0g r3. der |a|=V3, |b|=V14 a-b=5
b) V= 1
3 2 a-b=6+1-7=0, |a|:\/6, |b|:\/6_30g
la+b| =69 fordi
3 a) det(A)=15 c) det (A) = —54 5
b) det (A) = —4 d) det (4) = 60 ath— ;
-6
4
aj b] b2 ap
p, | =0 atby—aby =0 & aiby | === =0 3 a) Dersom
ay Dy by a
1 0 1
A=1|3 -1 7
5 Ettersom 7 =3 19
X er |A|=0. Bruk na setning 6—18.
X2—=X1 Y2—nN X2 — X1 X3 — X .
1] = - _
2 ij | X3—x1 V3—n Ya—yI V3= b) lgsning bare for r =1

—_— —_—
folger det av oppgave 4 at P; P, og P P er parallelle
hvis og bare hvis

xroyro 1
X2 Y2 11=0 4 a)
x3oyz 1

Resultatet fglger direkte av oppgave 5.

a) |[A| =171 b) |[A]=-3

a) |A|=—12 b) |A|=6

Likningssystemet har en entydig lgsning nar

1¢{-4,-2,2} b)

dim (V) = 2.
{r1, ry} er en basis fordi r; og r, er lineert uav-
hengige og dim (V) = 2.

dim (V) = 2.
Systemet har lgsningen
—8t — 21,
S5ty + 1
i
5}

X =
som gir basisen
-8 -2
5 1
1]’ 0
0 1

Vi kan gjgre om koeffisientmatrisen til

1 1 3 1
A'=10 1 -5 -1
0 0 0 0

ved hjelp av gausseliminering. De to fgrste sgylene
i koeffisientmatrisen blir derfor en basis for sgyle-
rommet.
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b)

t#£2 11
Definer matrisen A slik:
—1 3 5 1
2 -1 0 1
A= 1 -8 5 3
1 1 1 0
Ettersom |A | # 0, er radene vy, v», v3 og 4y i A lineert
uavhengige. Det har som konsekvens at vy, v, og v3
er lineert uavhengige, og at u, ¢ Lin {vy, v2, v3}.
Dersom vi erstatter nederste rad i A med u, blir de-
terminanten lik null. Det vil si at u; ¢ Lin {vy, v, v3}.
(Oppgaven kan ogsa lgses ved gausseliminering.) 2
Wi, W, og W3 er underrom. Wy er ikke et underrom
fordi [1, 0, 1] og [1, 1, 0] ligger i Wy, men 13
1,0, 1]+[1,1,0]=1[2, 1, 1] € Wy
W blir den linja gjennom origo som er parallell med 14
axb.
15
celin(a,b) & ¢c1—2c0+c3=0 16
a) En basis er
) 3 17
-1 2
1’ 0
0 1 18
som vi finner ved a gjgre om A til
1 1 3 1
A'=10 1 1 =2
0 0 O 0 19
ved hjelp av elementaere radoperasjoner.
Vektorene [1, 1, 3, 1] og [0, 1, 1, —2] utgjer en basis
for radrommet, mens
! 1 20
21 og |1
1 2
er en basis for sgylerommet. 21
rang (A) = Null (A) = 2.
22

FASIT 9

Vi mé ha
b 1 1
by € Lin 21, |1
b3 1 2
og det er likeverdig med
1 1 b
2 1 by|=3b—by—b3=0
1 2 bs

(Vi kan lgse hele
eliminering.)

oppgaven ved hjelp av gauss-

W er den linja gjennom origo som er parallell med a.
Vektoren a utgjgr en basis.

W er det planet gjennom origo som inneholder a og b.
En basis er {a, b}.

W=R?
W =Lin (a, b) fordi d = —2a —2b
w=FR

W=F

—_ o O W

)

-1
0
0

i 1

Vektorene star parvis vinkelrett pa hverandre fordi
skalarproduktet mellom dem blir lik null.

! |3

— 2], — -1
eli] Vi

blir en ortonormal basis.
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1 1 —1
23 — [1,1,2] og —|[-5,1,2 6 )\ =1, =t ., 1#£0
1Y o =51, R
utgjgr en ortonormal basis for W.
& A =3, V2t|:(1)], I#O
24 Vilkaret blir c=0, a+b =0 og a #0.
1
1/3
0 1] / 7 a) =1, vi=1t|0|, t#0
-2/3 0
25 )10 |1 / 0.
10 0 1
0 1] M=2, v=t|1|, t#0
1/3
_0_
o 1
. 1 /\3:3, vy =t]|1 s l‘;éo
26 projw (a) = | | 1)
_0 1
27 a) Fgrste og tredje likning i systemet er i strid med By A=1, v=1 8 » 170

hverandre.
b xn=1 xn=-1 8 |[A-M|=(1-NG3-\ =1 \=3
9 [A-M|=(O\-2%)\=1
Kapittel 7

10 |[A-M|=-\-2)(\—-1),
M=2, =1, \3=-1

M JA-M|=-\-2) =2

2 )\ =0, vl—z{_”, t#0 12 a) A’vi =A(Av)) = A (\v)) = M Av; = )\ 2y
) b) v, er en egenvektor for A med egenverdien \,*.
M =5, =t ; 170 ¢) M har egenverdien \;% + ;.
3
(5 0] (1 2]
3 A=1, v:;m, 140 13 aop=() . p=|l 3
eller
_ 1 _[-1 0] [ 21
4 )\ =1, Vl—l-_1:|, l7£0 D—- 0 5-, P= 1
' )
=3, vo=t :|, t7é0 _ -5 0 _ 1 3
1 b) D 0 2 P 2 1]
- 20 21
5 )\1:1, v, =t 1:|, 1750 C)D__() -1 P__l 1:|
1 1.0 0 3 -1 1
A =3, mn=t _1], t#0 d)p=|0 2 0|, P=|-1 1 2
10 0 -1 7 =2 2
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14 )\ =4 er en egenverdi med tilsvarende egenvektor: 1{1 5
2 a) Mpc =MscMps = 1 —1
1 3
' [1] 11 5
. . . . . . Mcp = (Mpc)™ __{1 —1]
Nei. For a vare diagonaliserbar ma C ha to lineart 2
uavhengige egenvektorer. 1T-13 36 14 36
| b) MCB:§|: 5 14:|7 MBC:|: 5 13:|
15 De eneste egenvektorene er ¢| 0 |, t # 0.
0 cos o —sin
3 @) M= {sing@ cosgo]
16 |A — M| blir et tredjegradspolynom som har minst ett .
nullpunkt. Mg = { cos @ sm "D]
—sin ¢ cos ¢
17 Dersom P> =P og X er en egenverdi for P med X' cosp sing|[x .
egenvektoren v, ma P?v = Py, slik at A2y = Ay, b) {y'} =Wl = [—sin p cos ‘P} L] .
I .
T4 ’ 4 X' =XCOS @ —+ysinp
18 x1:_2, 2= 140 3=, y' =ycosp—xsinp
™ .
i C) = gir
19 5 — 80]x_[68]x_{65} 41 |
1 = ) 2 = 9 3 =
112 124 127 = — (x+y), = (—x+
i 7 (x+y), ¥ 7 (—x+)
_7 11 43 Det glr SEOI
20 X = , X2 = , X3 = 1 1
_l 8 19 x:—(x/—y/) y:—(x’—i—y’)
V2 ’ V2
1 -1 Likningen blir da
21 xk_3{1]+(—1)k[ J ¢ ) )
() =0 =2
k
22 xk—64[ ]—64(1) [_” [ 3]
4 4 la,= |2
L 1_
23 xk—Z 3 |:1:| +<Z>(_1) |: 1:| i i
-2
5 [az=1] 0
L 1_.
Kapittel 8 ool
6 MCB —MC131 =] -1 1 0
0 -1 1
1 a) u, og u, er to linezrt uavhengige vektorer i R2. | 1 1
| 1 —
~1 1 A1 Mpe=Mcp) ' =51 1 —I
b)Mgs:[ 1 1:|,MSB:(MBS)1:§|: | 1} 21y 1 1

B nl 1[-1 1][n] 1[a—n
©) [b]BMSB[tJE[ 1 1][&}5[11442]

= |7}
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7 o [T] [1 1] 8 Matrisene Mpg 0og M s blir ortogonale. Dermed er
a §=
02 Mpc = MgcMps = (Mcs) ™ Mps
_ . _ ! ortogonal etter oppgave 7.
b) Ay =1 gir vlt[o}, t#0

_ T
A =2 gir szt[”, t#0 10 A=PDP" der

IS 1 B

11 A =PDP’ der
0 1
) Mpypy = ||

8 Velg for eksempel
12 A=PDP' der

us =

2~
N
W N =
S
S8

|
Sil -
9]

|
—
)

I
—
[eiE |
NN O
[ E—
~N

Il
Sl -
|9
—
|
—
[N
[ E—

og Uy =uy; Xujz
13 A=PDP' der

M1 1 17
V3 V2 Ve
p-| 0 20| po|L L 1
Kaplttel 9 00 2 7 V3. V2 Ve
1 0 2
0 1 _\/§ \/6_
1 Aerortogonal, A '=AT = [1 O]'
14 A =PDP' der
2 A er ortogonal, Al=AT, 700 1 1 2 2
D=0 4 0f, P:§ 2 1 —
T o2 1 00 2 2 -2 1
3 A er ikke ortogonal, A~! =3 {_1 2].
15 G4 ut fra at B = PAP~'. Da har vi
1 . T_ —1\ "
4 A er ikke ortogonal, A~ = _— B g] %) B (PAPT )
13 _ (Pfl) ATPT
_(pTY 4T pT
5 A er ortogonal, Al=AT, - (P ) AP
=pP,A"P,"!
6 A er ikke ortogonal, A~' har disse radene: der P,=P".
S L N R b) Hvis P — PAP~', gjelder
666 147 147 14 L -
(412 P*=PA*P, k=23, ...
BT 20210 21 ¢) B blir invertibel fordi |B|=]A|# 0.
Av B = PAP! fglger at
7 Sett M =A"'=A". Daer M invertibel og B! = (P—l)_lA—IP—1 —pA P!

M = (AT>T —A— (A’l)fl —M!



16 Hvis B = PAP™' og

C = QBQ !, far vi

C =QPAP'Q7' = RAR™!

der R = QP.

17

Vektoren v, =

vektoren v, =

SN = —m O -

har egenverdien \; =1,

har egenverdien A, = 2.

10

Ettersom A\; + Ay + A3 = —2 + 3 + 5, fglger at A3 = 3.

18

Siden A = A", fins det en ortogonal matrise Q slik at

A =0DQ', der D er en diagonalmatrise. Det gir
B =PQDQ 'P~!, det vil si at B=P,DP,"", der

P, = PQ. Men

(P) =(PQ) =Q P =0 P = (PQ)" =P,

Kapittel 10

N2 N2 x'] 1 [ 21
RTINS A 2}
o N2 X'l 1 [—2 -1
2 3(x")"=2(")" =8, Hav iR
N 2 '] 11 -1
3 (r-r=n [N]=2 0
n2 N2 _ -x/-_ L1 -1
eser-or=e [B]=2[1 7]
5 —8(x) +2() =8 _"/_:L{_l 3
o' viol 3 1]
ar g1 (x1) +axgs (x1) — yi
6 Ma_ Y — a1 g1 (x2)+a'282(x2)—)’2

ai g1 (x,) + a2 8> (x,) — yn

11

FasIT 13

ay = 1,3, ay = 171
611:2, 612:1

87 9 19
“=35 =790 BT

Vi kan vise at M " M er invertibel dersom rang M = m
(vi bruker da notasjonen i oppsummeringen foran
setning 10—3):

Ga ut fraat M "Mx = 0. Daer Mx badei V ogi V'
At Mx €V (sgylerommet til M), gjelder alltid, og
foran setning 10—3 viste vi at V- = Null (M "). Men
da ma Mx =0. Siden rang M = m, har likningen
Mx = 0 bare den ene lgsningen x =0 i R™. Altsa
har m x m-matrisen M " M fglgende egenskap:

Dersom M "Mx =0, er x = 0.
Det vil si at M " M er invertibel.

IR HEEH
EGI TR ul 1
b) xz(t)]_cle [1:|+C2€ { |
[x1 (f) 0 1 |
o) || =ce 1| +ce?| 2| +ce’| -1
| X3 (l‘) 0 -2 —1
3 51 -1
X(t)—4e [2}_16
X (1) =cre ZZ[ ”—i—cze%[l]
(17 1 3
X()=cie'|0| +cre?| 1] +c3e¥ |4
0 0 2
1] 1 1
X(t)=cre'| 1| +cre| =1| +cze®| -2
1] 1 4
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Kapittel 11 7 B={2,4,5¢68}

A=1{1,3,4,5}

1 A=B=D#C
8 Vilkareterat C D AUB.

2 AUB=1{1,2,3,4,5}
(AUB)\ C=12,4,5} 10 Tips: Start med & bruke De Morgans fgrste lov (se
AU(B\C)={1,2,3,4,5} oppgave 4) pa AU B U C. Bruk De Morgans andre lov
AN(BUC)={1,2,3} (se oppgave 5) pa ANBNC.
ANB={2,3}
ANC=1{1,3} 11 a) 55 deltakere i begge valgene
A= {4,5,6,7} b) 95 deltakere i minst ett valg
B=1{1,6,7} c) 40 personer deltok i ngyaktig ett valg
3 Tips: Visat X\ A=A, ogatA=X\A. 12 a) Ettersom ANB =, er |[AUB|=90.

) - Det gir |AUB|:10.
4 Vi skal vise at AUB=ANB.

1 Giutfraat x€ecAUB. Daer x¢A og x¢B. b) [AUBUC|=|A]+]|B|+|C|-[ANB]

Altsi er x€A og x€B, slik at x €ANB. —[ANC|—[BNC|+|ANBNC|
Dermed har vi vist at AUB C ANB. =20+70+40-0—-4-30+0
2 Gisiutfraat x€ ANB. Daer x¢A og x¢B. . =96
Altsi er xZAUB. Det vil si at x € AUB. Videre er
Dermed har vi vist at ANB C A UB. |[(AUB)UC|=|AUB|+|C|—-|(AUB)NC]|
Altialt har vindat ANB=AUB. Siden [AUB| =90, blir da
(Se ogsa oppgave 9.) |[(AUB)NC|=90+30—-96 =24

— Siden C=(CN(AUB CNAUB), far vi
5 Vi bruker resultatet fra oppgave 4 med A i stedet for 1den ( (Aau )> - ( - ) arvt

A og B i stedet for B. Det gir |CNAUB|=40-24=16
AUB=ANB=ANB

Vi tar na komplimentene av disse mengdene: 14 a) alle personer som er lys blonde, eller som er keiv-
AUB—ANE hendte menn (eller begge deler) .

Det vil siat AUB — AN B, b) alle menn som er lys blonde eller keivhendte (eller

begge deler)
6 (AUB)NC =1{1, 3,5} c) alle lys blonde personer som er hgyrehendte
AU(BNC)=A d) alle lys blonde personer som ikke er keivhendte

CUD=CND=0 =X fenn

. lle hgyrehendte, lys blond
(Her innledet vi med a bruke De Morgans lov, se ¢) alle hgyrehendte, lys blonde menn

oppgave 5.) f) alle keivhendte kvinner som ikke er lys blonde
CND=X

(AUB)\ C={2,4,6,8}

AUB\C)=1{1,2,3,4,5,6,8}

(B\C)\ D = {8}

B\ (C\D)=1{2,4,38}
B\ C=1{1,3,5,6,7,9, 10}



15 La
M, = {alle som leser A}
M, = {alle som leser B}
M5 = {alle som leser C}
Vi har

[Mi UM UM; | = | My |+ | My |+ |Ms| — | My N M, |
—|MyN M5 | — | M, N M5 |
+ | My N My N M; |
=70+54+32—-18—5—-20+3
=116

a) Antallet studenter som ikke leste noen avis, blir

dermed 250 — 116 = 134.
b) Vi skal finne |M; UM;\ M, |.
Vi starter med | (M; UMsz) N M, | og har
(1) [(MiUM3) UM, |+ [ (M UM3) M, |
=|M; UM;s |+ | M, |
(2)  [MyUMs |+ M OMs| =My |+|Ms|
Fra likning 2 far vi
| My UM;|=70+32—-5=97
som vi setter inn i likning 1. Det gir
| (My UM3) N M, | =97 +54 — 116 =35
Dermed har vi
(MyUM;3)\ M, =97 —35=062
c¢) Viskal finne | M3\ (M; UM,)]|.
For det fgrste er
| (My UMy) N M3 |+ | (M UM,) U Ms|
= [My UM, |+ |Ms;|

Det gir

| (M UMy) N M3 | = |M; UM, | +32—116

Videre er

My UM, | =M |+ M| — [Mi N M, |
=70 +54—18
=106

som gir

| (M UM,) N\ M3 | =106 +32 — 116 = 22

Vi far

| M3\ (M, UM,)| =32—-22=10

d) Vi skal finne |M; N ((Ma \ M) U (M \ My))|.
Her er

|M3ﬂ(M1UM2)|:22 Og |M3ﬂ(MlﬁM2>|=3
Det sgkte antallet blir derfor 22 — 3 = 19.

FaSIT 15

Kapittel 12

c) r=-p
d pvr

1 a) ghp e) p=gq

b) g=p

2 a) Det regner i dag eller Per spiller fotball.

b) Det regner i dag og Per spiller fotball.
c) Det regner i dag og Per spiller ikke fotball.
d) Det regner i dag og Per er heime eller spiller fot-

ball.
e) Per er heime eller sa regner det i dag, og Per spiller
fotball.
f) Per er heime eller sa spiller Per fotball, og det
regner ikke.
3a r|a|r|CpVa|-q|prg]|pVy
S|S|U S U S S
S|U|U U S U S
uj|S|S S U U S
u|u|S S S U 8}

Svaret pa oppgave a star i fjerde kolonne.
De tre siste kolonnene far vi bruk for i e og f.

b) Fra a far vi denne tabellen:

p|al-a| pr-q

S| S|U U
S|1U]|S S
u|lsS|U U
u, | u/|S U

¢) Fra a far vi denne tabellen:

p | a | (pVeg | pA((=p)Va)
s | s S S
s | U U U
Ul s S U
Ulu S S

d) Tabell for gV ((—g) Ap):

p | a|-a| anap | av((—q9)Ap)

cCcCwuwn
cC wvnCcw
wn C wn C
cC CcwC
cC v wn
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e) Tabell for (—p) A (=(pAq)):
p | a | -»]| prhg | -0rg) | (p)A (=P

S S U S 8] U
S U U U S U
U S S U S S
U U S U S S
Den tredje og fjerde kolonnen fant vi i a.
f) Tabell for = (p A (pV q)):
p | a | pva |[pAVae) | ~(pA(PVa)
S S S S U
S U S S U
U S S U S
U 8] 8] U S
Den tredje kolonnen fant vi i a.
4 p q Poq
S S U
S U S
U S S
U U U
5 p q —p ~q pA—q qA\—p (pN=q) V(g A—p)
S S U U U U U
S U U S S U S
U S S U U S S
U U S S u U U

Viserat p @ q og (p A—q)V (¢ N—p) har samme sannhetsverditabell. Det vil si at de er likeverdige.

6 r | op | pVop
s | u s
s | U S
U | s S
U | s S

b) Utsagnet p A (g V —r):

p q r -r gV —r pA(gV—r)
S S S U S S
S U S U U U
U S S U S U
U U S U U U
S S U S S S
S U U S S S
U S U S S U
U U U S S U
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¢) Utsagnet pV (p A (g V —r)):

p | a | r | avr | pnrlgvr) | pV(pA(gVT))

S S S S S S

S u S S S S

U S S S U U

U 8] S S 8] U

S S U S S S

S U U U U S

U S U S u U

U U U U U U
d) Vi tar kolonnene for p og ¢V r fra oppgave c:

p qVr p=>qVr

S S S

S S S

U S S

U S S

S S S

S u U

U S S

U U S

e) Oppgaven er tvetydig formulert, for det mangler en parentes. Vi finner sannhetsverditabellene for bade
p=(qVp=—q) og (p=qVp) =g
p | a | ~a| avp | p=aVvp |aVp=-q|p=(aVp=>-9) | (p=4qVp) =g

S S U S S U U U
S U S S S S S S
U S U S S U S S
U U S U S S S S

Av de to siste kolonnene ser vi at de to utsagnene som star gverst i disse kolonnene, er logisk likeverdige. Derfor
var det ikke galt a slpyfe parentesen i oppgaven.

p | v | a | p=q]| -pVva
s | ulu U U
s | u | s S S
u| s |u S S
U | s | s S S

Tabellene for p = g og —pV q er like. Det vil si at de to utsagnene er logisk likeverdige (ekvivalente).
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8 Tabell for (p=q)A(g=r)) = (p=r):

p q ro |l p=q | g=r | p=2ang=r) | p=r [ (p=dA@=1) = p=7)
S S S S S S S S
s U s U S U S s
U s s s S S S s
U | u S S S S S S
S s U S U U U S
S U | U U S U U S
U s U s U U s s
Ul u | u s s S S s

Sannhetsverditabellen for ((p = ¢) A (g = r)) = (p=r) har S pi alle plassene.
Utsagnet ((p = q) A (g =r)) = (p=r) sier: Dersom p impliserer ¢ og g impliserer r, vil p implisere .
(Det er et resultat som vi ofte bruker i matematiske bevis og i andre logiske slutningskjeder.)

I denne oppgaven er P, Q og R «sannhetsmengdene»
til utsagnene p, g og r i oppgavene 5 og 6.

Sannhetsmengden til utsagnet i siste kolonne i oppgave
Ser (P\Q)U(Q\P).
Fra oppgave 6 far vi:

a) Sannhetsmengden er hele X.

b) Sannhetsmengden er
PU(PN(QUR))
som er lik P fordi PN (QUR) C P.

¢)

Utsagnet p = ¢V r svarer til pastanden
PC QUR.

MERKNAD: Dersom det fins et element x € P slik
at x ¢ QUR, har vi ikke noe mengdeteoretisk
utsagn som svarer til implikasjonen p = ¢ V r. Det
har som konsekvens at vi ikke kan bruke venn|-
diagrammer til & illustrere logiske implikasjoner.

10 Ettersom 1 = 12, gjelder pastanden p (1).
Ga ut fra at p (k) gjelder:

1434+ +@2k—1)=k
Da er

1+3+...+2k—D+ (2(*k+1)—1) =k +2k+1
= (k+1)
Altsa gjelder p (k -+ 1). Vi har na vist at
p(k)=p(k+1)

og dermed er hele induksjonsbeviset fullfgrt.

11

12

1 1
Ettersom 3 =1l—=,erp

5 (1) sann.
Hvis p (k)

1

2

er sann, har vi

P ) )

_|_
N
Vi adderer (§> pa hver side av likhetstegnet og far

+1+ N 1k+1_] 1k+ 1k+1
4 2 o 2 2

1
2

som viser at p (k+ 1) gjelder.

1 1
Ett — =,
ersom —— =1

Ga ut fra at p (k) gjelder:

1 1 1
ot

er p (1) sann.

k
k(k+1) k+1

1 1 1
2.3 "'+k(k+1)+(k+1)(k+2)
_ k n 1 :k+1

k+1 (k+1)(k+2) k+2
som gir p (k+1).




14 Ettersom 1 =

11+ 1)\
%) , gjelder p (1).

Ga ut fra at p (k) gjelder, det vil si

1 2
PBadt. . 48— (@)

13 Ettersom 1 = <

Dermed har vi

k(k+1)\°
13+23+...+k3+(k+1)3:<¥) + (k+1)°
(k1) (k+2)\
N 2
og det folger at p (k+ 1) gjelder.
1-2-3

, er p(1) sann.

Ga ut fra at p (k) gjelder:
k(k+1)(2k+1)

12422+, 4k = c

Det gir
P42 4+ P+ (k+1)°

k(k+1)(2k +1)

k+1)2
c + (k+1)

~ (k+
6

D)

(k(2k + 1) + 6k +6)
Siden
(k+2)(2k +3) =2k> + Tk + 6
=k(2k+1)+6k+6
folger na p (k+1).

15 Vi lar p (n) vaere utsagnet 2" > n?.

Siden 23 =32 og 5% =25, gjelder p (5).
Ga na ut fra at k > 5, og at 2% > k2.

Ettersom
k+1 1 6
L
) k +k_5
har vi
k+1\* 36
— ) <—=<2
(1) <3
Men da er

k4 1\°
2k+1:2k-2>k2~<%> = (k+1)

Altsa gjelder utsagnet p (k+ 1).

16

17

9

FASIT 19

En velkjent setning i geometrien sier at summen av
vinklene i en trekant er lik 180°. Dermed gjelder p (3).
Ga na ut fra at p (k) er sann, og at k > 3. Tegn en
mangekant med k& hjgrner, Py, Py, ..., Py, der
punktene er listet opp i rekkefglge mot urviserens
gang. Sett av et nytt punkt P, | utenfor sida Py Py, og
trekk linjestykkene P Py og Py Py . Na har du en
mangekant med k + 1 hjgrner. Den nye mangekanten
er unionen av mangekanten med hjgrner i Py, ..., Py
og trekanten med hjgrnene Py, Py, og P;. Den
totale vinkelsummen for mangekanten med hjgrnene
Py, Py, ..., Py blir derfor

(k—2)-180° 4 180° = ((k+ 1) —2) - 180°

For n =1 har tallet 9n desimalutviklingen 9, som
er delelig med 9. Altsa gjelder pastanden for n = 1.
Ga na ut fra at summen av sifrene i 9% er delelig
med 9. Dersom 9k har sifrene ay, ay, ..., a;, der
0<a;<9(1<i<]I), harvi

% =ay+a-10+...+a;- 10!
Da blir

(k+1)=94a +ay-10+as3-10> + ... +a;- 10’
=a'+a’ - 10+...+a/- 10" " +a; 10

der al’, az/, ..
9(k+1).

.,aj,ay,, er desimalutviklingen til

Vi ma drgfte ulike muligheter:
Fgrst tenker vi oss at a; = 0. Da har vi
a' =9, a'=a;, 2<j<I,
Dermed blir
a'+a'+...+a/ =9+ (a1 +ay+ ...+ a))

delelig med 9 (fordi a; + ...+ a; er delelig med 9).
Nar derimot a; > 1, blir a;’ =a; — 1. La a, vare
valgt der r > 2 er minst mulig og samtidig oppfyller
a, < 9. Da blir

a =a,+1

/ _
a1 =0

og a/=a;,—9=0

for 1 <s < r. Dessuten far vi a,/ =a, nar t > r.
Men dermed blir

a' +a’ +...+a'=a+a+...+a;-9(r—1)
delelig med 9.

Dersom det ikke fins noen slik », ma
ap 202:...2611:9

Da har vi

!
:a3

a' =8, a' =...=a/ =0, a;H:l

og igjen gjelder utsagnet p (k + 1).
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18 Det er opplagt at

1(1+1
fordi en linje L; deler planet i to. Dersom vi sa trekker
en linje L, som skjerer L;, vil L; og L, til sammen
dele planet i

4:1+2-% deler

Vi merker oss at K, = K; + 2. Tenk deg at vi har
trukket n — 1 linjer, Ly, ..., L,_1, som til sammen
avgrenser K, | omrader, og at

Ky 1=K, 2+ (I’l— 1)

Vi velger na linja L, slik at den skjerer alle linjene
Ly, ..., L,_1, 1 n—1 ulike punkter. (Vi lar L, ha
en retning som er forskjellig fra retningene til
Ly, Ly, ..., L, . Dersom det trengs, gjgr vi en pa-
rallellforskyvning, slik at vi unngar skjeringspunkter
som er felles for to av linjene fra L, Ly, ..., L,_1.)

Hver gang L krysser en av linjene L;, ..., L,_y,

passerer den fra et av omradene dannet av
Ly, ..., L, | og over i et annet. Siden L krysser
n — 1 linjer, far vi n «nye» omrader. Dermed fglger at
Kn = Kn 1 +n
Ved induksjon fglger sa at
1
K n= 1 4+ w

Vi har vist formelen for n =1 og n=2.
Tenk deg na at

k(k+1
Kk:1+%
Da har vi
k(k+1
Kk+l:Kk+(k+1):1+(k+1)+g
=1+(k+1)<1+§>
k+2

som vi skulle vise.

19

20

Ettersom 1 <2 —1, er p(1) sann.
Ga ut fra at p (k) gjelder:

1 1 1
l+=+...+5<2—-
+ » + + 2o 3
1
Nér vi adderer ———— pa begge sider av likhets-
o . 1)?
tegnet, far vi

1 1 1 1 1
l4=4.. +—=+——-<2——+
22 kK (k+1)* ko (k+1)
1
2
=% k+1

der vi har brukt

<0

L B (1_ 1 ) B 1 - 1
k+1 \k (k+1?) (k+1)7 k(k+1)
for a passere det siste ulikhetstegnet. Altsa fglger
p(k+1) av p(k), og vi har fullfgrt beviset.

Ulikheten gjelder for n =1, ettersom
a+b
2
Ga ut fra at p (k) gjelder, der p (k) er utsagnet

k
HERTES <a—;—b>

Vi kan regne med at b > a. Vi far

<a42rb> (a* 4+ b4) > <a;—b>k+1

Det vil si
. (a FANES
- 2

Vi er i mal dersom

abk—i—bak Sak+1 +bk+]

a+b>

(a* !+ ab* + ba* + ")

| =

det vil si
(b—a)a* < (b—a)b*

Men den siste ulikheten gjelder fordi b > a,
dermed har vi fullfgrt induksjonsbeviset.

0g

MErkNAD: Vilkaret b > 2 i oppgaven kan vi svekke
til b > 0.



Kapittel 13

3 a) 18 d) (n+1)(n+2)(n+3)
b) 840 e) 2n+1
c) n+1 f) 2n+2)(2n+3)

4 9,0-108% lysar

5
| Stirlings Modifisert
" n. formel metode
1 1 0,922 137 0,998 9818
5 120 118,0192 119,9862
10| 3,628 80 - 10° 3,598 70 - 10° 3,628 69 - 10°
25| 1,551 12-10% 1,545 96 - 10% 1,551 11 - 10%
50| 3,041 41-10% | 3,03635-10% | 3,041 41 -10%
100| 9,332 62-10%7 | 9,324 85-10"7 |9,33262- 10"
500 1,220 14-10'34 | 1,219 93 - 10113 | 1,220 14 - 101134
Stirlings formel:
n! = n"e "V2mn
Modifisert metode:
1
I~ [14+— | n"e"V2
n ( + 12n> ne ™

6 4 598 126 mater

7 180 tall dersom vi ikke regner tall som begynner med
null, som tresifret

8 90 tall dersom Vi ikke regner tall som begynner med
null, som tresifret

9 256 ord

10 a) fire mater (dvs. forskjellige grupper)

» ()
9 (,"4)

d) ja, fordi begge binomialkoeffisientene er lik

n!
k! (n —k)!

FASIT 21

Kapittel 14

2 a) x,=C (-1)"+nC(—1)"
b) ¥y = C1(=2)" +nC (-2)"
Q) x,=C12"+C, 3"
d) x, =C; (=2)"+ 23"

3

2\ /3+V5)" 2\ /3-V5\"
v n=(135) (555) + (-5 (57)
b) x, =20-2"—12-3"

7 1
P UL T
c) x 6( )+6

1

5
g.(_z) + =

d) x, =
) X 3

4 Tallfglgen x, ma oppfylle differenslikningen
Xn42 = Xn+1 —Xn = 0
som har den allmenne lgsningen

N (1 +2\/§>n Lo (1 _2\5>n

Siden xo =1 og x; =1, far vi

1 1 1 1
a-3(+5) = emi(-5)
Det gir
VST 1445\
NV < 2 )

Ettersom

o (=)

1+\/§> 1-5
2 2

. Xn+1 \/§+1
lim —

n—oo Xy 2

far vi

5 Folgene ma veare Igsninger til differenslikningen
Xpy2 +Xpt1 + Xy = 0

og ma derfor ha formen

x, = C cos (?) + C; sin (%T)

der C; og C; er to fritt valgte konstanter.
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1
6 a) xn:C12n+C2<—7)n+E'3n

5n  n?

b) xn:C1+C2(—7)n—a+l6

2

) xn:C13"+c2n3”+;i8~3"

1
d) x, = C;3" cos (nh) + C, 3" sin (n6) —|—§7

1
der g<0<7r og 0059:—5.
e)
Cr cos 2nm 4G, sin 2nm +n3 2_'_n_%l
Xy = —_— —_— ——n+=-+=
: 3 ? 3 3 33
7 a) xn+1:xn+n2+2n—|—l

Xn+2 = Xn+1 +n2 +4n+4
Nar vi trekker den fgrste likningen fra den andre,
far vi

Xpn+2—2Xp41+Xx, =2n+3

1
b) y, = An’® + Bn? er en Igsning dersom A =3 og
1

B =—. Det gi
5 Det gir

n3+n2+n

Xpn=—+—+-

T3 26

Tillegg

30 1 V3
1 a) %—270 C) -1 e) _§+T
b) 5 d) i f) —1

(Tres til oppgave c: Husk setning T-3.)

2 z svarer til punktet (1, 1)
zZ svarer til punktet (1, —1)
1 1 1
— til ktet | =, — =
_ svarer til punkte (2, 2)
—z svarer til punktet (—1, —1)
i st i
3 a)zn=e n=e®, e
i iTr
b) z1 = V2e6, z=V2e® =—z
i iTr illx
c) z1=2e%, 7 =2e%, zz=2e®
4 z=1+iV/3
5 a) |z—i| <1 gir alle punkter innenfor sirkelen som
har radius lik 1 og sentrum i punktet (0, 1).
—1
b) ¢ =1 gir alle punkter pa y-aksen.
z+1

¢) |z] <1 og Re(z) > 0 gir alle punkter som ligger
til hgyre for y-aksen og inni enhetssirkelen omkring
origo. (Enhetssirkelen om origo er den sirkelen som
har radius lik 1 og sentrum i origo.)

1
d) punktet (5’ O)

6 Gaut fraat p(z9) =0, det vil si
a0+alzo+a2z02+...+aNzoN:O
Det gir
a+a+ @t + ... Fay) =0

som vil si at p (Zg) = 0.
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